EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

| Définition et notation

Définition 1: On appelle dérivée secondefte (x) la dérivée d€'(x), elle méme dérivée d).
On définit ainsi la dérivée d’ordredef, notéef®™.

Définition 2 : Une équation différentielle d’ordreest une équation ou lI'inconnue est une fonctigh
et qui fait intervenir la dérivée d’'ordredef et éventuellemery, f(x) et les dérivées intermédiaires.

Exemple :  Equation différentielle du®lordre

: Equation différentielle du"2rdre

Notation En écriture différentielle, on nofe(x)=
En fait, pour simplifier’l écriture des équations différentielles:
les fonctions sont souvent symbolisées par degdett x, a, y pourx(t), a(t), y(t)

la variable est notée saisoitx: yeta seront interprétés comme y(t), a(t) ou y(x), a(x)

on peut étre mené a utilisérécriture différentielle: y= ouy= ety '=

Définitions :
Résoudre une équation différentielle d'ordre nusuintervallel, c’esttrouver toutes
les fonctions dérivables n foisurl solution de I'équation.
Quand ces solutions ont toutes la méme fokme,par exemple avekréel quelconque, on peut
donner cette forme générale appedékition générale de I'équatior(seul k varie d’'une solution
a l'autre).

Remarque: Dans les cas simples du type y'= g(x), les sohdisont toutes les primitives de g(x).

Il Equations a variables séparables

Il s’agit des équations ou on peut séparer ceguierngy, Y, ... d’'un cété de I'équation et ce qui
concernex de l'autre.

Exemples
l.yy=1 2y'Y? =X 3. y=y? 4, y =y+y?

Contre-exemple :y' = sinky)
Méthode générale de résolution
L'équation s’écrit :
y'g(y) =f(x) avecf etg deux fonctions d’'une variable.



Si on connait une primitivé deg, et une primitiveF def, alors I'équation équivaut a
G(y)=F(x)+C

Une fonctionf, définie sur un intervallg est solution de I”equation différentielle sisetulement si il
existe une constan@telle que pour tout dansl, on aG(f(x))=F(x) + C

Remarque : Attention, il ne suffit pas de mettre lgy'a gauche et lesa droite, il faut que la partie
gauche soit vraiment sous foriy@g(y) Par exemple, I'équation 3 pourrait s’écite- y = 0, on a bien
lesy’ a gauche, mais ¢a n’est pas sous la bonne forme eait pas résoudre ainsi (il n’y a pas de
formule générale pour une primitive ge- y).

Il EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU
PREMIER ORDRE a(t) X + b(t) x = c(t)

1/ Définitions

Définition 1: Soit un intervalld deR eta(t), b(t) et c(t)trois fonctions continues sur
. Soit une fonctioy(t): I E

On dit quey est une solution dé équation différentielle linéaire de premier ord(g) ay +by=c ssi:
y est dérivable sur
pour toutt del, y vérifie (E).

On noteS I' ensemble des solutions (&) surl.
Définition 2:

- ReésoudreH) surl ¢’ est trouver toutes les solutions sur
- On appelle courbe intégrale Hées courbes représentatives des solutiongge (

- L' équation E) y +by=c oua=1 est dite normalisée.
- L' équation ko) ay +by=0 est appelée équation sans second membre.

2/ Solution générale de I'équation différentielle ans second membray’ + by=0

Théoréme :Soit I'équation différentiellg’ + ay= 0 aveca une fonction continue suir La
solution générale de cette équation sur | est :

Yo =k €*® oUA(t) est une primitive da(t) surl etk un réel
quelconque.

2/ Résolution de I'équation avec second membre
Théoréme :La solution générale de I'équation différentielg &y’ + by = cs’obtient en ajoutant a la
solution générale de I'équation sans second me(&ey’ +by= 0 une solution particuliére de
I'équation (E).

Démonstration:

Exemple : RésoudrdE4) y’ -2y = 1-2X et (E5) y -2y =€ (sol part. de la forme: ¢



3/ Méthode de variation de la constante

Méthode de variation de la constante

Etape 1 :Trouver la solution générale deéQ) a(t) x’ + b(t) x= 0, soityo= k e

Etape 2 : Pour trouver une solution particuliére & ¢n pose (t) = z(t) €*® (on remplace
la constante k par une fonctiaft)) et on recherche(t) solution particuliere de). On remplace alors

et ’ par cette fonction dang) et on déterming(t). On a ' = (z'(t) — z(t) G'(t)) ®O.

Etape 3 :La solution générale de (1) est algrs=k €°O+ (t) aveck réel

Exemple : Résoudre (E6)’ + xy =x2

4/ Probléme de Cauchy

Une fois la solution générale de I'équation différelle déterminée, il est souvent nécessaireaie/ér
la solutiony vérifiant certaines conditions initiales. Cettelvexche est appelé le probléme de Cauchy.

Théoreme: Soitl un intervalle deR . a etb deux fonctions continues sur I. Il existe une soflutt une
seule vérifiant’le.d.y’ +ay=b et y()=Yo

lIl Equations Linéaires du second ordre a coefficiats constants:ay’ +by +cy =d
On cherche a résoudre dues e.d.ay"+by'+cy=d aveca,b,ctrois réels et une fonction continue suir
1/ Résolution de 'l équation sans second membre
Propriété: Soit I' équation ko) ay"+by'+cy=0, a,b et drois réels.

On appelle équation caractéristique de cette émudifférentielle I'équationa 2+b +c=0

Trois cas sont possibles:
- Si >0,0n note ; et ,les racines du polynéme.

La solution genéerale de {Jgest alors C,e™ C,e*, G et G etant 2 reels

- Si =0,0n note o, la racine double du polyndme.
La solution générale d&q) est alors (C,x C,)e*, C. et G étant 2 réels

- Si <0,onnote +i et -i les 2 racines complexes du polynéme.
La solution générale d&{) est alors (C, cos( x) C,sin( x))e *, C,et G étant 2 réels



Démonstration:
Exemples:RésoudrdEl) y +3y +2y=0 (E2) ¥y +2y +y=0 (E3)
y' +y’ +y=0

2/ Solution de 1 équation différentielle avec second membre.

Propriété: La solution générale deéquation :
ay"+by'+cy=d, aveca,b,créels ed une fonction continue suir

est la somme’dune solution particuliere d&) et de la solution générale deéfjuation sans second
membre:
ay"+by'+cy=0

3/ Probleme de Cauchy

Théoréme: L’ équationay"+by'+cy=d possede une unique solution vérifiant la condititiale:
y(o)=yoety (x)=y’ o

Exemple Résoudrg” +y=x2+2 avec y(0)=0 ety (0)=0

IV Résolution approchée d'une équation différentide

1/ Méthode d'Euler

Pourh proche de 0, on®a+h) y(@) + hy(@)

Nous allons utiliser cette approximation affine poanstruire pas a pas une fonction vérifiant une
équation différentielle du premier ordre et pasgantun point donnéo,Yo).

Soit I'équation différentielle définie pgr=f(x,y) et les conditions initialeo,Yo).

En (Xo,Y0), On connait la pente de la tangente a partir dedon différentielle,f(Xo,Yo)
On assimile alors sur l'intervalleo,%+h] la fonction & sa tangente.

On détermine alors le poifit,y:) avecxi=xoth et y= yot+h f(Xo,Yo)
On recommence le méme raisonnement avec le pein .

On poursuit en construisant la suite de poixig.j et en assimilant la courbe a une application affizue
morceau.



Exemple: Construire la courbe intégrale ge'y=x vérifianty(0)=0 avec un pas=0.5.

Remarque :La convergence de la méthode est de 'ordre de .
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2/ Méthode de Runge Kutta
Soit I'équation différentielle définie pgi=f(x,y) et les conditions initialeo,Yo).

La méthode de Runge Kutta d'ordre 4 (la plus dasdiest définie par la suit de pointgy(,) vérifiant :
Yn1 Yn h(ky 4ky k3)/6

kl f(xann) _
ky f(x, hi2y, hk/2) StXmw=Xnth

ks f(xy hy, hk 2nhky)

Cette méthode améliore notablement la convergema@aldul, de l'ordre de
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